Различные приёмы решения уравнений и неравенств (задание 21, ОГЭ)
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Данная статья поможет учителям организовать работу при подготовке к итоговой аттестации выпускников. Здесь систематизированы различные способы и приёмы решения уравнений и неравенств. Обучающимся этот материал поможет организовать самоподготовку к ОГЭ. 
 Если посмотреть на уравнения и неравенства, которые нам предлагают на экзаменах более внимательно, то многие из них решаются достаточно легко, нужно лишь увидеть «изюминку» данного уравнения (неравенства) и знать способ его решения.
Итак, что же нужно знать, приступая к решению уравнения? Нужно знать:
· Формулы сокращённого умножения
· Способы разложения многочлена на множители
· Алгоритмы решения линейных и квадратных уравнений

1. Многие предлагаемые уравнения, путём несложных преобразований можно распадающимся уравнениям. Уравнение вида (x-a1)(x-a2)…(x-an)=0 называется распадающимся. Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1.
	х3-5х2-4х+20=0
х2(х-5) – 4(х-5)=0
(х-5)(х2-4)=0
(х-5)(х-2)(х+2)=0
х=5, х=2, х=-2.
Ответ. -2, 2, 5.
	Для решения этого уравнения третьей степени использовали метод группировки слагаемых, вынесение общего множителя за скобки и свойство: произведение нескольких множителей равно нулю, тогда и только тогда, когда один из множителей равен нулю.


Пример 2.
	(х2-6х)2+2(х-3)2=81
(х2-6х)2 – 81+2(х-3)2=0
(х2-6х)2 – 92+2(х-3)2=0
(х2-6х-9)(х2-6х+9) + 2(х-3)2=0
(х2-6х-9)(х-3)2 + 2(х-3)2=0
(х-3)2(х2-6х-9+2)=0
(х-3)2(х2-6х-7)=0
(х-3)2(х-7)(х+1)=0
х=3, х=7, х=-1.
Ответ. -1, 3, 7.
	Для решения этого уравнения использовалась формула разности квадратов, вынесение общего множителя за скобки, разложение квадратного трёхчлена на множители и свойство, указанное выше.


Встречаются и другие уравнения, которые решаются аналогично:
	Пример 3.
(х-2)(х-3)(х-4)=(х-3)(х-4)(х-5)
(х-2)(х-3)(х-4) – (х-3)(х-4)(х-5)=0
(х-3)(х-4)(х-2-(х-5))=0
3(х-3)(х-4)=0
х=3, х=4.
Ответ. 3, 4.
	Пример 4.
(х-1)(х2+6х+9)=5(х+3)
(х-1)(х+3)2 – 5(х+3)=0
(х+3)((х-1)(х+3)-5)=0
(х+3)(х2+2х-8)=0
(х+3)(х-2)(х+4)=0
х=-3, х=2, х=-4.
Ответ. -4, -3, 2.
	Пример 5.
(4х-8)2(х-8)=(4х-8)(х-8)2  
(4х-8)2(х-8) – (4х-8)(х-8)2 =0
(4х-8)(х-8)(4х-8 – (х-8))=0
4(х-2)(х-8)∙3х=0
12х(х-2)(х-8)=0
х=0, х=2, х=8.
Ответ. 0, 2, 8.


Уравнения для самостоятельного решения:
1. х3 + 3х2 – 2х – 6 =0.
2. (3 – 2х)(6х – 1)=(2х – 3)2,  пояснение: (а – с)2 = (с – а)2.
3. 3х2(2х – 1)+х(2х – 1)+3(1 – 2х)=0.
4. х6 – 14х4 + 56х2 – 64 =0, пояснение: сгруппируйте первое и четвёртое слагаемое и примените формулу разности кубов.

2. При решении целых уравнений очень часто используют следующие теоремы.
Теорема 1. Если число а является корнем многочлена а0хп+а1хп-1+…+ап-1х+ап, где а0≠0, то этот многочлен можно представить в виде произведения (х – а)(b0xn-1+b1xn-2+…+bn-2x+bn-1).
Теорема 2. Если уравнение а0хп+а1хп-1+…+ап-1х+ап=0, в котором все коэффициенты – целые числа, причём свободный член отличен о т нуля, имеет целый корень, то этот корень является делителем свободного члена.
Рассмотрим несколько примеров.
	Пример 1.
х3 – 4х2+х+6=0
Число 6 имеет несколько целых делителей: ±1, ±2, ±3, ±6. Замечаем, что х=3 – корень уравнения, значит многочлен х3 – 4х2+х+6 можно без остатка поделить на выражение х – 3. Выполнив деление, получим: 
(х3 – 4х2+х+6):(х – 3)=х2 – х – 2, или 
х3 – 4х2+х+6 =(х – 3)∙(х2 – х – 2), т.е. 
(х – 3)∙(х2 – х – 2)=0,
х – 3=0 или х2 – х – 2=0
х=3, х=-1, х=2.
Ответ. -1, 2, 3.
	Пример 2.
х3 – 7х+6=0
Число 6 имеет несколько целых делителей: ±1, ±2, ±3, ±6. Замечаем, что х=1 – корень уравнения, значит многочлен х3 – 7х+6 можно без остатка поделить на выражение х – 1. Выполнив деление, получим: 
(х3 – 7х+6):(х – 1)=х2+х – 6, или
х3 – 7х+6=(х – 1)∙(х2+х – 6), т.е. 
(х – 1)∙(х2+х – 6)=0,
х – 1=0 или х2+х – 6=0
х=1, х=2, х=-3
Ответ. -3, 1, 2.


Пример 3.
х4 – 25х2 + 60х – 36 = 0
Число -36 имеет несколько целых делителей: ±1, ±2, ±3, ±6, ±9, ±12, ±18. Замечаем, что х=3 и х=1 – корни уравнения, значит многочлен х4 – 25х2 + 60х – 36 можно без остатка поделить на выражение 
(х – 3)·(х – 1)=х2 – 4х+3. Выполнив деление, получим:
(х4 – 25х2 + 60х – 36):( х2 – 4х+3)=х2 +4х – 12, или х4 – 25х2 + 60х – 36=( х2 – 4х+3)·( х2 +4х – 12), т.е.
(х2 – 4х+3)·(х2 +4х – 12)=0,
(х – 1)·(х – 3)·(х2 +4х – 12)=0,
(х – 1)·(х – 3)·(х – 2)·(х + 6)=0,
х=1,    х=3,     х=2,     х= - 6.
Ответ. – 6, 1, 2, 3.

Уравнения для самостоятельного решения:
1. х4 – 16х2 + 24х – 9 = 0.
2. х3 – 4х2 + х +6 = 0.
3. 2х4 + х3 – 6х2 + х +2=0.
4. х4 + 3х3 + 4х2 + 3х +1=0.

3. В математической практике одним из самых распространенных способов решения уравнений – это способ замены переменной. Рассмотрим несколько примеров, где в основе решения лежит именно этот метод.
	Пример 1.
(х2-7х+13)2 – (х-3)(х-4)=1,
(х2-7х+13)2 – (х2-7х+12) – 1=0.
Введём новую переменную. Пусть х2-7х+13=у, тогда наше уравнение примет вид:
у2 – (у – 1) – 1=0, или у2 – у =0
у(у – 1)=0 => у=0, у=1.
Отсюда имеем х2-7х+13=0, или х2-7х+13=1.
Первое уравнение корней не имеет, второе уравнение имеет два корня: 3 и 4.
Ответ. 3, 4.
	Пример 2.
(х2-3х-1)2 +2х(х-3)=1,
(х2-3х-1)2 +2(х2 -3х)-1=0.
Введём новую переменную. Пусть х2-3х-1=у, тогда наше уравнение примет вид:
у2 +2(у+1)-1=0, или у2 +2у+1=0
(у+1)2=0  => у=-1.
Отсюда имеем х2-3х-1=-1.
Решая это уравнение, получим два корня: 0 и 3.
Ответ. 0, 3.



Пример 3. (х-2)(х-1)(х+2)(х+3)=60. 
Перемножая все множители друг на друга, получим уравнение четвёртой степени, с которым предстоит много работы. Поступим иначе. Ссначала перемножим крайние множители и средние множители:
(х-2)(х+3)∙(х-1)(х+2)=60 => (х2+х –6)∙(х2+х –2)=60. Введём новую переменную. Пусть х2+х – 2=у, тогда наше уравнение примет вид: (у – 4)∙у=60, или у2 – 4у – 60=0. Решая это уравнение, получим: у=10 и у= - 6. Произведя обратную замену переменной, получим два уравнения:
х2+х –2=10 и х2+х –2= -6. 
Решим эти уравнения: х2+х – 12 =0 => х= -4, х= 3;   х2+х +4=0 – корней не имеет.
Ответ. -4, 3.

Уравнения для самостоятельного решения:
1. (х2 – 5х +7)2 – (х – 3)(х – 2) =1.
2. х(х + 1)(х + 2)(х +3) = 120.
3. (х2 +4х)( х2 +4х – 17) = - 60.
4. (2х+1)2 – (2х – 2)(2 + 2х) = 17.

4. В последние годы  в экзаменационной работе  предлагаются уравнения, где используется свойство степеней:   Рассмотрим несколько примеров.
	Пример 1.
х6=(8х – 15)3, используя указанное выше свойство, получим квадратное уравнение: 
х2=8х –15, или х2 – 8х+15=0. Решая это уравнение, получим два корня: 3 и 5.
Ответ. 3, 5.
	Пример 2.
х4=(х+2)2, используя указанное выше свойство, получим уравнение:  или х2=

Итак, нужно решить два уравнения:
х2=х+2 ( и х2= .
Решая первое уравнение, получим два корня: -1 и 2. Второе уравнение корней не имеет. Учитывая ограничения, в ответ можно записать все найденные корни.
Ответ. -1, 2.


С различными ограничениями, которые встречаются в процессе решения нужно быть очень аккуратными. 
Пример 3. Уравнение х2 – 2х+=+8 равносильно уравнению х2 – 2х=8, если  . Решая это уравнение, получим х= -2, х= 4. Выражение   имеет смысл при . Поэтому х=4 не является корнем уравнения  х2 – 2х+=+8.  Данное уравнение имеет единственный корень: х=-2.
Пример 4. В уравнении  перенесём единицу в левую часть и приведём к общему знаменателю: . Данное уравнение равносильно уравнению 
 => х= - 3.
Ответ. – 3. 

Уравнения для самостоятельного решения:
1. х6 = (9х – 20)3.     2.  х4 = (2х – 8)2.     3.   х2 + 20+= +9х.      4.  =1.

Теперь можно подвести первые итоги. Предлагаю Вам несколько уравнений в качестве контрольной работы.
Решите уравнение:
1. (5 -4х)2 = (9 – 21х)(4х - 5);	2.  2х2(2х – 5) + х(2х – 5) + (5 -2х)=0;
3.  (х2 – 5х)( х2 – 5х +10) +24 =0;	4.  х3 – 2х2 – 5х + 6 = 0;
5.  х(х + 2)(х + 4)(х + 6) =105;	6.  х4 = (2х + 3)2;
7.  х2 – 2х += +3;	8.  х6 = (4х – 3)3;
9.  =1;				10.  х4 – 10х3 + 9 =0.

Решая неравенства можно использовать все методы, рассмотренные при решении уравнений. Но, кроме этого, вам потребуется повторить свойства неравенств, алгоритмы решения линейных и квадратных неравенств.

1. Неравенства, содержащие иррациональные числа.
Пример 1. Решая неравенство , нужно обратить внимание на числовой множитель:  =  – 2,5. Это число меньше нуля (2,22,3), поэтому исходное неравенство равносильно неравенству 3 – 2х > 0, т.е. – 2х > - 3, х < 1,5.
Ответ. х
Пример 2. Решая неравенство , нужно обратить внимание на числовой множитель:  – 2,5. Это число меньше нуля (2,42,5), поэтому исходное неравенство равносильно неравенству 9 – х2 > 0, т.е. (х – 3)·(х + 3) > 0,                         - 3             3
Ответ. х
Пример 3. Неравенство  равносильно неравенству
 , т.е. . Числовой множитель
  отрицателен, поэтому исходное неравенство равносильно неравенству 6 – 3х < 0, т.е.
 – 3х < - 6 или х> 2.
Ответ. х								        
Пример 4. Решите неравенство 
Данное неравенство равносильно неравенству . Числа  и  положительны и , поэтому                                          
 Ответ. х																					
Неравенства для самостоятельного решения: 
1. 
2. 
3. .
4. 

2. Неравенства, приводящиеся к квадратным.
Пример 1. Решите неравенство 
Данное неравенство равносильно неравенству  или .     
            
   3                  3+             
Ответ. .

Пример 2.  Решите неравенство 
Данное неравенство равносильно системе  т.е.   =>
               -3                            2

Ответ. 

Пример 3. Решите неравенство 
В данном неравенстве произведём замену: пусть х2 + 1 = у. Тогда исходное неравенство примет вид:
.
Производим обратную замену переменной:
(х2 + 1 – 10)( х2 + 1 – 2),  (х2 – 9)( х2 – 1),  (х – 3)(х + 3)(х – 1)(х + 1).
     +   -3  -  -1         +     1    -    3     +

Ответ..
Пример 4. Решите неравенство 
В данном неравенстве сначала произведём некоторые преобразования:
, или  . Теперь можно произвести замену: пусть (х + 1)2 = у. Тогда исходное неравенство примет вид: (у – 1)2 +3у – 3 > 0, =>
у2 – 2у + 1 +3у – 3 > 0,  => у2 + у – 2 > 0,  => (у + 2)(у – 1) > 0.                            
Теперь нужно произвести обратную замену переменной:
((х + 1)2 + 2)((х + 1)2 – 1) > 0,  => (х2 +2х +3)( х2 +2х)  > 0.
Выражение х2 +2х + 3> 0 при любом значении х,  => х2 +2х > 0,  => х(х+2) > 0.

-2                0
Ответ. .

Пример 5. Решите неравенство х2(- х2 – 81) – 81(- х2 – 81)0.
Данное неравенство равносильно неравенству – (х2 +81)(х2 – 81) )0, => – (х2 +81)(х – 9)(х + 9)0.
Выражение х2 +81 положительно при любом значении х, поэтому исходное неравенство равносильно неравенству – (х – 9)(х + 9)0      -       -9     +        9    -         
Ответ. 

Неравенства для самостоятельного решения: 
1.                    2.                 3.
         5.  (х2 + 3х +12)( х2 + 3х +10)  120.
    х2(- х2 – 64) – 64(- х2 – 64)0.

3.Неравенства, содержащие переменную под знаком модуля.
Пример 1. Решите неравенство 
Вспомним определение модуля. 
Теперь решим данное неравенство на каждом из этих промежутков.
: х +3 2,  => х  -1,   => ;
:  - х – 3  2,  => - х 5,   => х - 5,   => .
Теперь объединим эти промежутки.
Ответ. 
Пример 2. Решите неравенство 
 
 ,  => 2х2 + 2х0,  => 2х(х + 1)0         -1             0         1         

  , => 2х,  => х-1,  => 
Теперь объединим эти промежутки.
Ответ. 
Пример 3.  Решите неравенство 
 
: ,  =>      + -2     -         1 +  2  -      .

    -  -5  +    -2    -       2  +     
Теперь объединим эти промежутки.
Ответ. .

Пример 4. Решите неравенство .
           х + 1    -      -1       +           1    +
									         х – 1     -                -                  +
 -(х+1) – (х – 1)2, => -2х2, => х-1, ;
  +(х+1) – (х – 1) 2, => 22, т.е. неравенство верно при всех 
 +(х+1)+(х – 1) 2, => 2х2, => , => х=1.
Теперь объединим эти промежутки.
Ответ. 

Неравенства для самостоятельного решения: 
1. 			2.         3.  х2 -  - 20.
1.                        5.  

Предлагаю Вам несколько неравенств в качестве контрольной работы.
Решите неравенства:
1.              2.   
3.      		    4.   
5.    (х2 – 4х –15)( х2 – 4х +10)  -150	    6.  
7.                                  8. .
9.                     10. 

При решении уравнений и неравенств будьте очень внимательны и аккуратны. Помните, «всякая хорошо решённая математическая задача доставляет умственное наслаждение» (Герман Гессе).

Ответы.
Уравнения для самопроверки:
1. 1.-3; ±;          2.0,5; 1,5:    3.0,5; ;      4.±2; ; .
2. 1.1; 3; -2;   2.-1; 2; 3;     3.-2; -0,5; 1;       4.-1.
3. 1.2; 3;                 2.-5; 2;         3.-6; -5; 1; 2;      4.3.
4. 1.4; 5;                 2.-4; 2;         3.5;                     4.-4.

Уравнения, предложенные в качестве контрольной работы:
1.;          2.-1; 0,5; 2,5;       3.1; 2; 3; 4;       4.-2; 1; 3;         5.-7; 1;   
   6.-1; 3;           7.3;                       8.1; 3;               9.3;                 10.1.

Неравенства для самопроверки:
1. 1.;           2.;         3.;            4..
2. 1.;        2.;         3.;       
    4.;                   5.;        6.
3. 1. ;     2. ;     3. ;      4. ;     5. .

Неравенства, предложенные в качестве контрольной работы:
1.;                         2.;                3.;     
4.;      5.;      6.;     
7.;                8.;                9.;       10.
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